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０前回 

力学的相似 ～ L が定数倍になるように時間や座標を伸縮 

 ⇒ ポテンシャルが座標の同次関数では可能「等時性」 

 ⇔ 振り子、振幅が大きい場合力学的相似が使えない。解は楕円関数 

 

※本日のゴール ─ 外力と摩擦のラグランジアン 

１‘ 調和振動が重要な理由 

ポテンシャルを極小値 0x の周りで展開したとき必ず、 

2 次の項から始まる(極値なので一次はゼロ) 
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  ⇒振幅が小さければどんなポテンシャルでも調和振動 

座標の原点を 0x にとれば、
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運動方程式は、 0=−−=
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一般解は、 )cos( φω += tAx , (A とφ は積分定数)。 

又は、 φω += tiAex としてもそのまま微分方程式を満たします 

 (∵Im が sin でこれも満たすから) 

ですから、最後に実部 Re を取ることにすれば途中の計算が簡単になります 

 

0x  

x  

( )xU

極小値 どんな関数でも 極値の近傍では放物線 
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２ 外力(≡強制力)がある場合の振動 

仮想的なポテンシャル )(),( txftxU f −= というものを考えましょう。 

 ⇒あくまで仮想的なもの。時間変化したりする変なポテンシャルです 

一般に現実のポテンシャルと力の関係は、
x

U
F

∂

∂
−=  

仮想ポテンシャルと外力が、この関係を満たしているか調べてみると、 

fU を単純に座標で微分すれば、
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 と確かに外力になってくれます。 

よって、 )(),( txftxU f −= をラグランジアンに付け加えて

)(),( 00 txfLtxULL f +=−= とすればよさそう。 

 

３ 時間にあらわに依存するラグランジアン 

 重要  この )(),( txftxU f −= は時間に依存していますが、このように座標や速さ

ではなく、最初から決まっている時間依存性を持つことを「時間にあらわに

(explicit)依存する」といいます。このラグランジアンによる E.-L.方程式は、
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ですから、確かに「力」の項が加わることになります 

 この事実(＝外力は E.-L.に足せば良い)は後で何回もで使います 
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４摩擦がある場合 

摩擦は力学ではない？─ 摩擦は、運動を熱に変える過程ですから、本来は力学

の枠組みを超えた話。本当は、量子力学、統計力学、熱力学、流体力学が必要。 

力学で扱える摩擦は、原因は問わずに、 

 「近似的に xf &α−=T と書けるような摩擦力」 

という場合だけです。その場合、
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となります。 

 

５摩擦のある振動の問題を解く 

これは線形微分方程式で非斉次項がありませんから簡単に解けます。 

一番簡単な解き方は tr
ex = とおいてしまえば、 

 ⇒最終的に解が求まった段階で Re x を答にします 

 ※こうやって良い理由は方程式が「線形」だからです。 

 tωcos と tωsin が解ならば、両者の和 ti
e

ω も解だからです。 

 ⇔ 32 , xx とかが入って線形でないと、こうは行きません。 

02
2

0

2 =++ ωλrr  という「特性方程式」を得るので、r について

 ωλωλλ ±=−±−=±
2

0

2
r   但し 2

0

2 ωλω −≡  

と解けば一般解は、 ±c を定数として、 ( )trtr
ececx −+

−+ += Re となります。これは、 



KINOUSOUZOU 2008, 5/27, 0915-1045, 3-348 

 

 - 4 - 

・ 2

0

2 ωλ > の場合は解が実数なので指数関数です。 

・ 2

0

2 ωλ < の場合、 ωλλωλωλλ iir ±−≡−±−=−±−=±
22

0

2

0

2
 

 と、解に虚数部分を含みますから減衰振動です。 

場合をしなくとも、オイラーの公式 θθθ
sincos ie

i += さえ知っていれば、下式の

ように統一して記述できます。 
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teC

eCeCxxx 場合分けすると&&&

統一的に美しく書けるということはとても大事なことです。 

しかし、念のため、後者の場合について三角関数に直しておくと 

∴ ( )tctctctcex IRIRt ωωωωλ sincossincosRe −−++
− ++−=  となるので、  

 RR ccc −+ +=1 , II ccc +− −=2 とおけば、 

( )tctce t ωωλ sincos 21 += − )(sin φωλ += − tAe t   

但し 2

2

2

1 ccA += , 







= −
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11tan
c

c
φ , 

22

0 λωω −=  

というわかりやすい形の一般解を得ます。 

このように、摩擦があると「動きにくくなって」振動数が 0ω から減ります。 

これは直感と一致します。 

このように直感と一致するかどうか確認することは大変重要です。もちろん、

直感と一致しない場合がありますが、そういうときは、より一層重要です。 
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６ 重根の場合 

なお、ちょうど 0ωλ ±= の場合は λωλωλλ =±=−±−=
=

±
0

2

0

2
r と重根となるので

素人には t
ce

λ− という一つの解しか見えませんが、少し注意が必要です。 

0ωλ ±→ の極限 (すなわち 2

0

2 ωλω −≡ が非常に小さい)を考えます。 

ここで、 −+ −= cc と置いてみると 

=x ( ) ( ) tttt ettceeec λλωω ωω −
+

−−+
+ +−+≅− 11 tetc λω −

+= 2  

と、 0→ω の極限で消えてしまいます。 

だから一つしかないようにみえるのです。 

よって消えないようにするために任意定数 −+ −= cc を大きくしてやります。 

つまり、
ω2

+
+

′
=

c
c と置けば、もう一つの解、 

( ) =−⋅ −+
+

→

tt
eec

ωω

ω
lim

0

tt etctec λλω −
+

−
+

′=2 を得ます。 

この関数は、 ( ) ttx ≈→ 0 で、 ( ) tetx λ−≈∞→ であり、さらに微分してみれば、 

途中の λ1=t で極大をとることがわかります。 

 

７ 摩擦と外力がある場合の振動 

0=++ kxxxm &&& α に外力の項 tf 1cosω を加えると t
m

f
xxx 1

2

0 cos2 ωωλ =++ &&& です。 

この式は、 ( ) 







=++ ti

e
m

f
xxx 1Re2Re

2

0

ωωλ&&& と等価ですから、解 x は最後に実部 xRe

を取ることにすると、 ti
e

m

f
xxx 12

02
ωωλ =++ &&& を解けばよいことになります。 
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 ＊注 ─もちろん、虚部も微分方程式を満たしている。 

 ─微分演算によって実部と虚部が入り混じるが、これは、微分によって 

  sin と cos が交代することを意味しているので OK 

 ─繰り返すが、こういうことが出来るのは線形方程式のみ。 

 

８ 非斉次微分方程式の解法 

このような微分方程式
32143421

&&& ti
e

m

fxxx

tgyf

1
2
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)()(

2 ωωλ

=

++

の解法は、演算子法とかいろいろありま

すが、オーソドックスなのは、 

 1) )()( tgyf = の特殊解(積分定数を含まなくとも良い)を見つける

 2) 0)( =yf の一般解(必要数の積分定数を含んだ)を求める 

   ⇒ n 階微分方程式は n個の任意定数を含みます 

の和として求まることが判っています。 

2)は簡単に求まります(さっきやりました)が、1)の特殊解はどうしたらよいので

しょうか。一瞬、途方にくれてしまうかもしれませんが、右辺は振動する項で

すから、とにかく同じ振動数の解があるはずです。そこで、ともかく ti
Bex 1ω= と

置いて代入すると、
m

f
BBiB =++− 2

01

2

1 2 ωλωω となりますから、

( )1

2

1

2

0 2 λωωω im

f
B

+−
= を得ます。よって特解は ti

Bex 1Re
ω= です。 

 注）B は任意定数ではなく、値が初期条件とは無関係に 
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   決まってしまう定数です。 

この解には二つの積分定数が含まれていません( 0B も β も与えられたパラメタ

10 ,,,, ωωλmf で決まってしまいます)から、あくまで特殊解です。一般解はこれ

に、外力が無い場合の一般解 ( )φωλ +− tAe t cos を足して、 

( ) ( )βωφωλ +++−
tBtAe

t

10 coscos です。なお、積分定数は φ,A です。 

なお、初項は時間と共に減衰して行きますから、時間が十分経った後では結局

第二項(特解～外力に比例した振動)のみが残るということになります。 

この第二項(時間が十分経過した後の解)振幅の大きさを調べてみます。B の分母

を見ると ( )1

2

1

2

0 2 λωωω im

f
B

+−
= ですから、 10 ωω ≅ に近いところで大きくなりそ

うであるということがわかります。つまり、バネや振り子の共振周波数に近い

周波数で揺すってやれば大きく揺れるということで、当たり前(直感と一致)のこ

とです。 

よって、解と強制力の両者は比例し、比例係数を ( )1ωχ と書くと

( )
321321 強制力解 titi

feBe 11

1

ωω ωχ= となります。この ( )
外力

ゆれ振幅
==

f

B
ωχ を「感受率」 

と言います。ここで、 βi
eBB 0= と、絶対値と位相因子に分けて書けば、 

( )( ) ( )βωβω +== +
tBeBx

ti

100 cosRe 1 となるので、 

感受率＝ゆれ易さ 0B  と、 ゆれの遅れ β  の意味を持つことがわかります。 
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９ 振幅の周波数依存性 

摩擦が小さくて 0ωλ < 、かつ、共鳴点の近く 001 , ωδωωωδω <<−= では 

( )1
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1

2

0 2 λωωω im

f
B

+−
=

( ) ( )( )δωωλδωωω +++−
=

0

2

0

2

0 2im

f
 

となるので、高次の微小量(
2~ δω 、λδω )を捨てると、 

( )00 22 λωδωω im

f
B

+−
≅  

  
( )λωωω im

f

−−

−
=

0102
 となります。 

 ＊振幅の絶対値は、
22

0

0

2 λδωω +
==

m

f
BB  

この近似の範囲では、 0=δω 、すなわち、外力の振動が共鳴点と完全に一致し

たところで振幅が最大になることがわかります。もう少し近似の精度を上げる

と最大振幅を与える外力の振動数はわずかに変化します。 

振幅が大きくなるのは、エネルギー保存則から、「外力が仕事をした」というこ

とです。外力 f の単位時間あたりの仕事は xf &= ですから、 

 ＊外力が一周期の間にする仕事 ( ) 一周期質点の速度外力 43421321
βωω +⋅ tt sincos  

となります。ここで一周期の間の平均の定義は、 ∫=
T

dt
T 0

1
LL 一周期 です。 

もし、 0=β だといくらゆすっても仕事をしないのです。  

 ＊振動の位相の遅れ（ βi
eB0 の β）は、

01Im

Re
tan

ωω

λ
β

−

−
==

B

B
 

ですから、 90=β のときに、仕事が一番多くなされ、エネルギー吸収が起こり、

振幅が最大になります。 
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１０ 箱の中の調和振動子 

外から見えないとしたとき、その振動子の性質を知るには、箱を揺すってエネ

ルギーの吸収が一番大きくなる所を調べてやればよいということになります。 

結晶あるいは、分子の中の原子や電子は、つりあいの位置を中心として振動し

ています。この振動は、近似的には調和振動とみなすことができます。バネ定

数にあたるものは、電気的な力(クーロン力)などです。結晶を電気的に揺すって

やる(電磁波を照射)と、共鳴点の近くで、エネルギーの吸収が大きくなります。

このようにして、結晶の中の電子や原子の性質を知る手段として応用すること

が出来ます。 

電磁波を物質に入射すると、電子やイオンと相互作用して、エネルギーが吸収

されたり、速度が変わったりします。そのため、屈折率( ε∝n )が周波数によっ

て変わることがあります。これが、プリズム分光の原理です。 

【今週の出席】─調和振動子のポテンシャル 2
kx に微小な項 3

xα や 4xβ が加わっ

たとしよう。そして、その解が gf , と二つ求まったとしよう。もちろん、 gf ≠

ω1 

ω0 β=90º 

β=0º 

β=180º 

振幅 位相の遅れ 

外力の振動数 
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である。問題： gf + が解でないことをしめせ。 

【参考】 

１１散逸関数 

ここで、 2

2

1
xF &α= とおくと

x

F
f

&∂

∂
−=T と書けます。 

F を散逸関数と呼びます。この表式は、仮想ポテンシャルと摩擦の関係に似てい

ますが、座標微分ではなく、速度の微分になっています。未だ F の意味はさっ

ぱりわかりませんが、あとでエネルギーの散逸を表わすことを説明します。 

ラグランジュ方程式は前項でやったように、「力」の項を加えれて、

0T
00 =+








∂

∂
−

∂

∂
f

x

L

dt

d

x

L

&
となります 

運動方程式は ( ) 0=++− kxxxm &&& α となります。 

 注─摩擦があるラグランジアンそのものは書けません！！！！！！！！ 

式を簡単にするために、m で割ってやり、
m

α
λ =2 , 

m

k
=2

0ω とおけば、

02
2

0 =++ xxx ωλ&&&  です。 

１２ 減衰が小さい場合（ 2

0

2 ωλ < ）の減衰率 

運動方程式 02
2

0 =++ xxx ωλ&&& （但し
m2

α
λ ≡ ）の解について、 

1 周期 22

022 λωπωπ −==T の振動の間のエネルギーの減少率を調べてみま

しょう。但し、摩擦は非常に小さい（ ωλ << ）とします。  
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 前に書いたように摩擦で振動数は減少しますから 0ωω <  です。 

 

１３運動エネルギー 

( ) ( )( )φωωφωλλ +++−= − ttAex t cossin& より、 

今の条件では第一項が無視できて ( )φωω λ +≅ − teAx t cos& となります。よって、 

 ∫∫
+

=
TTt

t
dtdt

xm
E

0

2

2

&一周期での平均 ( )∫
+

2− +≅
Tt

t

t
dtte

mA

T
φω

ω λ 2
22

cos
2

1
 

ここでλ が非常に小さいので周期内で t
e

λ2− は変化しないとして積分から出すと、 

( )
444 3444 21

2

22
22

cos
2

T

Tt

t

t
dtte

T

mA
∫

+
− +≅ φω

ω λ
 となり、 ∵ ( ) ( )( )

2

12cos
cos

2 ++
=+

φω
φω

t
t  

22

222
TmA

T

e
t ωλ−

= t
e

mA λω 2
22

4

−=  

 

１４ ポテンシャルエネルギー 

同様に

∫
+

=
Tt

t
pot dt

xm

T
E

2

1
22

0ω周期 ( )∫
+

− +≅
Tt

t

t
dtte

Am

T
φω

ω λ 22

22

0 sin
2

1

22

22

0

2
TAm

T

e
t ωλ−

=

t
e

mA λω 2

2

0

2

4

−= t
e

mA λω 2
22

4

−≅  

よって、先ほどの運動エネルギーの減少率と足し合わせれば二倍になって、 

 
t

e
mA

E
λω 2

22

2

−=周期  

よって、エネルギーの減少の速さは、 
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t

emAE
dt

d λλω 222 −−=周期  

一方、先ほど定義した散逸関数 2

2

1
xF &α= は、(念のため、

x

F
f

&∂

∂
−=T , 

m

α
λ =2 ) 

( )( )2
cos φωωλ λ += − teAmF t  となり、これも 1 周期内で平均すれば、 

t
e

mA
F

λλω 2
22

2

−=周期 となり、結局、 

 周期周期 FE
dt

d
2−= となることがわかります。 

つまり、散逸関数は、エネルギーの減少の度合いを表わしているのです。 

 

１５ 散逸関数の一般論 

実はこれは一般的に証明することができます。外力が無い場合、 ),( qqLL &= であ

ることに注意し、E と L の関係 Lx
x

L
E −

∂

∂
= &

&
(ラグランジアンが時間に寄らない場

合の保存量が E)を思い出せば、 
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∂
= L
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L
x

dt

d

dt

dE

&
&
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44 344 21
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&

&
&
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&xxL
dt

d

x
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L
x

x

L

x

L

dt

d
x

x

L
x

,−

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
=  

第 1 項と 4 項がキャンセルして、 

 








∂

∂
−

∂

∂
=

x

L

x

L

dt

d
x

&
&  

ですが、ラグランジュ方程式から、 0T =+








∂

∂
−

∂

∂
f

x

L

dt

d

x

L

&
ですから結局、 

 Tfx&=  となります。 

よって、 ( ) Fxxxfx
dt

dE
2

2

T −=−=−== &&&& αα  を得ます。 
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これは、 { ( ) WxfxxxF

W

td

d

f

&

321
&&&

2
1

T2
1

2
12

2
1

T

==⋅== αα  ということです 

（但し Tf はゆっくりとしか変化しないので定数とみなした）。 

 

１６ 強制振動では摩擦があっても振幅が減衰しない理由 

強制振動の解で、摩擦があるにも関わらず、振幅 0B は時間に対して一定なのは

なぜでしょうか。これは、外力から、エネルギーが供給されたことを意味して

います。この供給量は、エネルギーの減少分を補うわけですから、3) での議論周期周期 FE
dt

d
2−= とを使い、その他 0=++ kxxxm &&& α 、

m

α
λ =2 、散逸関数の

定義
2

2
x

F
&α

= などに注意すれば、 

単位時間あたりの外部供給エネルギーP
2

2

2
2

22 xm
x

FE
dt

d
&

&
λ

α
===−=  

となります。 

ここで、 ( )βω += tBx 10 cos ですから、 ( )βωω +−= tBx 110 cos& となり、 

一周期分の外部供給エネルギーは、 

P 22 xm &λ= 2

1

2

0

22

1

2

0 cos2 ωλωλ mBmB ==   

 ( )22

2

2

0

2

1

4 δωλω

ω
λ

+
=

m

f

( )22

2

4 δωλ

λ

+
≅

m

f
 

これは、共鳴点 δωωω −= 10 を中心とする、幅λ 程度のローレンツ曲線です。 

なお、外力と、質点の運動 x との位相差βが 90 度の時に、エネルギーの吸収が

最大になる、という点に違和感を持った人が居るかも知れませんが、もっとも
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です。例えば、交流による消費電力は、電圧と電流の位相差が一致したところ

で最大で、90 度のところでは零であるからです。 

これは、外力 f の単位時間あたりの仕事は、外力×単位時間あたりの移動距離で

あることを思い出せば、 xf &= ですから、f の位相と比較すべきは x ではなく x&で

あることに気がつきます。 

 


