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第 2 回      最小作用の原理 

2 「安定な運動」と、「静止物体の釣り合い」 

この変分法を使って、質点の運動をニュートンの運動方程式とは別の視点から議論し

てみましょう。 

ニュートンの運動方程式 xmF &&r
r
= の解はいつでもユニーク(一つに決まる)であり、同じ

初期条件であればいつでも必ず同じ運動をします。これは、その運動が『安定』である

と言ってよいでしょう。 

2.1 「安定な運動」 

「安定な運動」の意味をもう少しはっきりさせるために、アナロジーとして物体の釣り合い

を考えてみましょう。 

  物体が安定な位置に停止する条件は、
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の固有値が全て正という条件になります。 

 ⇒いつでも、次元が変わったらどういう式になるか考えると面白いです。 

運動の安定性という問題でも、何かポテンシャル U のよう

な量が存在して、それが現実に起こる運動に対して極小

値を取っているのではないでしょうか?  

もちろん、これは何か法則があって述べているわけでは

ありません。何となくそういう気がするのではないでしょう

か、と言っているだけです。新しい理論はたいてい、そう

いうところから始まります。 
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現実の運動と少しずれた

運動とは？ 
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2.2 ラグランジアンと作用積分 

運動の場合は、釣り合いとは異なり、ある有限時間の間持続するものですから、 

何かの関数 L を S = ∫
2

1

),(
t

t
tdqqL & のように時間で積分したもの S が極小になる、 

と考えて良いでしょう。ここで t1 と t2 は運動の始点と終点であり、 q と q&は、座標とその時

間微分です。平たく言えば、x とυ ですね。いきなり、q とか書かれて驚かないように。 

 ⇒どうして q と書くのでしょうか。「デカルト座標」に限定しないからです。 

 あとで出てきます。（角度とか、曲線の長さ、etc.） 

2.3 多自由度系（多次元、多粒子） 

もちろん、これも、3 次元空間での運動であれば、 qrと q
r
&のようにベクトルとなるでしょうし、

もっと拡張して、多くの物体の運動であれば、もっと多くの座標{ 1q , 2q ,…, 1q& , 2q& ,…}とな

ります(N 個の粒子が三次元空間内を運動する場合は 6N 個の座標変数です)。 

2.4 Lagrangian 

UTL −= と定義します。T は運動エネルギー、U はポテンシャルエネルギーです。 

一次元空間を運動する一つの粒子なら、 2

2
xmT &=  です。 

三次元空間を運動する二つの粒子なら、 ( )2
1

2
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zyxzyxmT &&&&&& +++++=  

ポテンシャルエネルギーの例、 xFU rr
⋅−=  

 どこでも同じ力 F
r

が働いている空間。 ( )mgF −= ,0,0
r

とすれば重力 

万有引力
21

21

rr
mGmU rr

−
−=  G= 6.67259×10−11 m3s−2kg−1  

バネ 2

2
xkU −=    

  このような自乗のポテンシャルを調和ポテンシャル(Harmonic)と呼びます。 
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 由来はギリシャ哲学─この世は全て整数比の「調和」で成り立っている。振動数も。 

2.5 作用積分 action integral 

定義 ( )∫ −=
t

dtqUqmS
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   ベクトルで書けば ( )∫ −=
t

tdqU
qm
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二次元なら、 ( )θθ sin,cos rrq =
r  

三次元なら、 ( )θφθϕθ cos,sinsin,cossin rrrq =
r  

多粒子なら、 ( )∫ −
++

=
t

tdqqU
qmqm
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2.6 最小作用の原理 

作用積分の表式に「現実の運動」を代入してそれが最小になることを見てみよう。 

現実の運動とは、、、 

〔例〕等速直線運動 ( ) 00 qttq +=υ , ( ) 0υ=tq&  

〔例〕単振動 ( ) tAtq ωsin= , ( ) tAtq ωω cos=&  

〔例〕等速円運動 ( ) ( )trtrtq ωω sin,cos=
r , ( ) ( )trtrtq ωωωω cos,sin−=&r  

 注）これからは単振動とは言わない。調和振動と言う。 

   バネとは言わずに調和ポテンシャルと言う。 

「現実の運動」から少しずれた運動を考える。 

    ( ) ( )xqxq δ+  と ( ) ( )xqxq && δ+     ただし、 qδ は非常に小さな関数 

2.7 作用積分の計算 

作用積分 S に、「ずれた運動」である、 ( ) ( )xqxq δ+ を代入すると、 



KINOUSOUZOU 2010, 4/21, 0915-1045, 3-348 

 -4-

( ) ( ) ( )∫ +−
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                          一項目と三項目をまとめると元の S なので、 

( ) ( )
∫ −+=

t
dtq

dq
qdUqqmS
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ここで積分の中の第一項を部分積分して q&δ を消去すると、 

    ∫∫∫ −=−=
tttt

tdqqmtdqqmqqmdtqqm
0000

δδδδ &&&&&&&  

となるので結局、 
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を得ます。 

2.8 ニュートンの運動方程式と最小作用の原理 

( )q
dq
dUFqm −==&& がニュートンの運動方程式ですから、これを代入すると、 

( )tqS δδ ∀=∴ for0  

となって、現実の運動から、ちょっとだけ外れた運動では必ず S は一定 

つまり、極小値を取ると言うことがわかります。 

すなわち、 

   ニュートンの運動方程式 ⇔ 最小作用の原理  

が導かれました。 

※厳密には、極大では無いことを証明するために、 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

2

qq
q
Sqq

q
SqSqqS δδδ

∂
∂

+
∂
∂

+=+  



KINOUSOUZOU 2010, 4/21, 0915-1045, 3-348 

 -5-

と二階変分を計算して、正であることを確かめる必要があります。 

2.9 多次元・多粒子の場合 
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部分積分して、 
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それぞれの〔 〕の中はニュートンの運動方程式から全てゼロになるので、 

全ての座標 ( ) ( ) L,, 21 tqtq について、S は極小値を取ることになります。 

 

図示出来るのは二次元（変数が二つという意味ですので、一質点が二次元平面内を運

動する場合、あるいは、二質点が一次元運動する場合があります）の場合 

のみで、右図のようになっています。 

但し、軸 21,qq は座標ではなく、 

現実の運動に対応した時間の関数です。 

 

 

2.10  最小作用の原理の意味 

この運動がどうしてそんなに安定なのでしょうか？ 

S 

q1 

q2 

現実の運動 
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どうしてこの宇宙では、ニュートン力学に従う運動が選ばれたのでしょうか？ 

それは作用積分を良く見るとすぐにわかります。まず、運動エネルギーT は常に正であ

ることに注意すると、 

 ∫ −=
t

dtUTS
0

 

なのですから、積分を小さくするためには、 T 小かつU 大 というところでゆっくり動け

ば良いことになります。このことは当たり前で、ポテンシャルの高いところでは運動エネ

ルギーが小さくなってゆっくり進む、ということに他なりません。 

 

 

 

 

 

※ 次回はラグランジアンのご利益。どうして便利なのか？ 

 

 

T 小、U 大 

T 大、U 小 ゆっくり進んで時間を稼ぎ、 
作用積分を小さくさせる 


