
13. 演習 (4)

問 13–1. 素数 p と 1 ≤ k ≤ p − 1 とに対し、p |
(

p

k

)
である。

問13–2. K を標数 p > 0の体とするとき、a, b ∈ K に対し、(a+b)p = ap +bp, (ab)p =
apbp となる。即ち、ϕ : K → K; a 7→ ap : (中への)体同型。
問 13–3. (再掲) 素数 p と自然数 r との組 (p, r) で q := pr ≤ 10 なるもの (p, r) =

(2, 2), (2, 3), (3, 2) (即ち q = 4, 8, 9) に対し、
(1) 素体 Fp = Z/pZ 上 r 次の既約多項式 f(X) ∈ Fp[X] を、とにかく見付けよ。
(2) f(X) が Fp 上既約であることを、とにかく示せ。
(3) K := Fp[X]/(f) により q 元体 K を構成し、その乗積表を書け。
(4) Frobenius同型 ϕ : K → K; a 7→ ap の関数表 (a と ϕ(a) との対応表)を作れ。
(5) ϕn = idK となる最小の正整数 n は何か。
問 13–4. 一般に、体拡大 L/K と、その自己同型群 Aut(L/K) の部分群 G とに対し、

LG := {x ∈ L ∀σ ∈ G : σ(x) = x} は L/K の中間体を成す。(G による固定体 (fixed
field)という。)
問 13–5. p 元体 Fp を含む代数閉体 Ω を一つ固定する。任意の正整数 r ≥ 1 に対し、

Ω には位数 q := pr の部分体 Fq が一意に含まれる。実際、Fq = {x ∈ Ω xq = x} である。
問13–6. (次問の準備)位数 nの巡回群を Cn と書く。n|mとするとき、G := Cn×Cm

に対し、xn = 1 となる G の元 x ∈ G の個数は ?
問 13–7. 体 K の乗法群 K× の有限部分群 G は巡回群。(ヒント: 前問及び有限アー
ベル群の構造定理を用いよ。) 特に、K = Fq : 有限体に対し、F×

q は巡回群。
問 13–8. 前問により、素数 p に対し、(Z/pZ)× は巡回群である。その生成元を、法

p に関する原始根 (primitive root)という。幾つかの素数 p に対し、原始根を求めよ。
問 13–9. (Fermatの小定理) p を素数とするとき、p と互いに素な整数 a に対し、

ap−1 ≡ 1 (mod p)。
問 13–10. p を素数とする。自然数 r に対し、Fp 係数の monic (最高次係数が 1) な r
次多項式全体の集合をMr、その中で既約なもの全体の集合を Nr とし、mr := #Mr, nr :=
#Nr とする。

(1) mr = ?
(2) n1 = ? monic で可約な 2 次多項式の個数は ? n2 = ?
(3) monic で可約な 3 次多項式の個数は ? n3 = ?

(4)
∑

1≤d|r

dnd = pr を示せ。

(5) ∀r に対し、nr > 0 である。即ち、r 次既約多項式が存在する。
問 13–11. K を標数 p > 0 の体、a ∈ K とする。
(1) f(X) = Xp − a ∈ K[X] は分離的か。f の 1 根を α ∈ K とする時、f の K[X] で
の既約分解は ?

(2) g(X) = Xp−X −a ∈ K[X]は分離的か。g の 1根を β ∈ K とする時、g の K[X]
での既約分解は ?

(3) f, g が K 上既約な条件は ? 特に K が有限体の場合はどうなるか。
問 13–12. 次の拡大 K/Q は (有限次分離拡大なので)単拡大である。生成元の例を挙
げ、その Q 上の最小多項式を求めよ。

(1) K = Q(
√
−1,

√
−5) (2) K = Q( 3

√
2, ω) (但し、ω2 + ω + 1 = 0)

問 13–13. Fp 上の 2 変数有理関数体 L = Fp(t, s) とその部分体 K = Fp(t
p, sp) とを

考える。
(1) 体拡大 L = K(t, s)/K の拡大次数 [L : K] = ?
(2) 拡大 L/K は単拡大ではない。
(3) 拡大 L/K には中間体が無限個ある。

—2008年度秋期 代数学 IIe (担当:角皆) 8—


