
20. Galois理論

20–1. 自己同型群・固定体. 体の拡大 L/K に対し、
G := Aut(L/K) = {σ ∈ Aut(L) σ|K = id} とするとき、

• H ⊂ G : 部分群に対し、
LH := {x ∈ L ∀σ ∈ H : σ(x) = x} : H の固定体 (fixed field)

• M : L/K の中間体に対し、
Aut(L/M) = {σ ∈ G ∀x ∈ M : σ(x) = x} : L の M 上の自己同型群

• 自明に、Aut(L/LH) ⊃ H, LAut(L/M) ⊃ M

20–2. Galois拡大. 有限次 (代数)拡大 L/K に対し、
• L/K : Galois拡大 (Galois extention)

←⇐⇒ L/K: 正規かつ分離的
⇐⇒ #Aut(L/K) = #EmbK(L, K) = [L : K] ⇐⇒ LAut(L/K) = K

L/K : Galois拡大の時、特に Aut(L/K)を Gal(L/K)と書き、L/K のGalois群 (Galois
group)と呼ぶ。

• L/K : Galois拡大で、G = Gal(L/K) が＊＊群である時、L/K を＊＊拡大と呼
ぶ。(＊＊＝ abel・巡回・可解・冪零・p など)

20–3. Galois理論の基本定理. L/K を Galois 拡大、G := Gal(L/K) をその Galois 群と
し、HG := {H G の部分群 },ML/K := {M L/K の中間体 } とおく。

Φ : ML/K −→ HG

M 7−→ Aut(L/M)

Ψ : HG −→ ML/K

H 7−→ LH

• Φ, Ψ :共に全単射で、互いに逆写像 (Φ ◦ Ψ = idHG
, Ψ ◦ Φ = idML/K

)

• Φ, Ψ :共に包含関係に関して順序逆同型 (Hi ! Mi のとき、H1 ⊂ H2 ⇔ M1 ⊃ M2)
• Hi ! Mi のとき、H1 ∩ H2 ! M1M2, 〈H1, H2〉 ! M1 ∩ M2

• M ∈ ML/K に対し、L/M : Galois で、Gal(L/M) = Φ(H)
• ∀σ ∈ G に対し、σHσ−1 ! σ(M)
• 特に、H C G ⇐⇒ M/K : Galois で、この時、G/H ' Gal(M/K)

Φ, Ψ による部分群と中間体との対応をGalois対応 (Galois correspondence)と呼ぶ。

• L/K : 分離代数拡大に対し、L の K 上の正規閉包 L̃ は、L を含む K の最小の
Galois 拡大 (L/K のGalois 閉包 (Galois closure)という)

20–4. 推進定理. L/K:Galois拡大、M/K:任意の体拡大 (超越でも非分離でも可)に対し、
• LM/M : Galois 拡大で、Gal(LM/M) ' Gal(L/L ∩ M)

特に、L1, L2 : 共に Galois 拡大の時、
• L1L2, L1 ∩ L2 : 共に K 上のGalois 拡大
• Gal(L1L2/K) ' {(σ1, σ2) ∈ Gal(L1/K) × Gal(L2/K) σ1|L1∩L2 = σ2|L1∩L2}
• Gal(L1L2/L1 ∩ L2) ' Gal(L1/L1 ∩ L2) × Gal(L2/L1 ∩ L2)

20–5. 例: Q の円分拡大. n ≥ 1 に対し、ζn ∈ Q : 1 の原始 n 乗根の一つとする (例え
ば、C 内で考えれば ζn = e2πi/n など)。

• Q(ζn)/Q : Q の (第 n) 円分拡大 (cyclotomic extention)。[Q(ζn) : Q] = ϕ(n)
• Q(ζn)/Q : Galois 拡大で、Gal(Q(ζn)/Q) ' (Z/nZ)×

(σa : ζn 7→ ζa
n) ! a mod n

20–6. 例: 有限体の拡大. p : 素数とし、r ≥ 1, q := pr とする。n ≥ 1 に対し、
• q 元体 Fq の (唯一の) n 次拡大 Fqn/Fq は Galois 拡大で、

Gal(Fqn/Fq) = 〈Frobq〉 ' Z/nZ (ここに Frobq : x 7→ xq : q 乗 Frobenius 写像)

特に、有限体の有限次拡大はすべて巡回拡大である。

—2008年度秋期 代数学 IIe (担当:角皆) 13—


