
21. 演習 (8)

問 21–1. Galois 拡大 L/K に対し、G := Gal(L/K) とし、HG := {H G の部分群 },
ML/K := {M L/K の中間体 } とおく。Φ : ML/K −→ HG; M 7−→ Aut(L/M) と Ψ :
HG −→ ML/K ; H 7−→ LH とが共に全単射で互いに逆写像、かつ共に包含関係に関して
順序逆同型であることを認めた上で、以下を示せ。

(1) Hi ! Mi のとき、H1 ∩ H2 ! M1M2, 〈H1, H2〉 ! M1 ∩ M2。
(2) H ! M のとき、∀σ ∈ G に対し、σHσ−1 ! σ(M)。
(3) 特に、H C G ⇔ M/K : Galois で、この時、G/H ' Gal(M/K)

問 21–2. K = Q とする。L = Q(
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拡大 L/K は Galois 拡大である。G := Gal(L/K) とする。

(1) d := [L : K] = ? #G = ?
(2) L/K の各生成元の像を与えることにより、G の元を総て列挙せよ。また、G の群
構造を決定せよ。

(3) G の部分群を総て列挙し、包含関係を図示せよ。
(4) それぞれの固定体を求め、包含関係を図示せよ。
問 21–3. 次の各 x ∈ Q に対し、Q 上の最小多項式 f(X) := Irr(x; Q)(X) ∈ Q[X]
を求め、その分解体 K を Q に適切な元 (複数でも良い)を添加した形で表せ。K/Q の
Galois 群 G := Gal(K/Q) を決定し、上問と同様のことをせよ。
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問 21–4. 第 n 円分多項式 Φn(X) ∈ Z[X] を考える。1 の原始 n 乗根の一つを取って
固定し、ζn と書く。ζn は Φn(X) の根の一つである。

(1) Φn の Q 上の分解体は第 n 円分体 Kn := Q(ζn)。従って、Kn/Q は Galois 拡大。
(2) σ ∈ Gal(Kn/Q) に対し、χn(σ) := a mod n (ここに σ(ζn) = ζa

n) によって、単射
群準同型 χn : Gal(Kn/Q) → (Z/nZ)× が定まる。

(3) Φn(X) が Q 上既約であることを認めると、χn は全射 (従って群同型)。
問 21–5. p を奇素数、ζp を 1 の原始 p 乗根の一つとし、K := Q(ζp) とおく。a =

a mod p ∈ (Z/pZ)× に対し、σa ∈ G := Gal(K/Q) ' (Z/pZ)× を σa(ζp) = ζa
p で定める。

(1) (Z/pZ)× : 位数 p − 1 の巡回群。
(2) (Z/pZ)× の生成元 (法 p に関する原始根)を一つ取って g = g mod p とする;

(Z/pZ)× = 〈g〉。(Z/pZ)× の指数 2 の部分群 H を g を用いて表せ。

(3) ξi :=

(p−1)/2−1∑

j=0

ζg2j+i

p (i = 0, 1) とする。ξi ∈ KH を示し、σg(ξ0), σg(ξ1) を求めよ。

(4) ξ0 + ξ1, ξ0ξ1 ∈ KG = Q を示し、その値を求めよ。

(5) ξ0 − ξ1 =

p−2∑

i=0

(−1)iζgi

p は Gauss 和である (問 15–3参照)。

(6) (ξ0 − ξ1)
2 = ?

(7) Q の 2 次拡大 KH を求めよ。
問 21–6. p を奇素数とし、前問に引き続き p 分体 K := Q(ζp) を考える。
(1) K/Q の中間体の次数は p − 1 の約数。
(2) p − 1 の各約数 d に対し、K/Q の d 次中間体が唯一つ存在する。
(3) 上問を参考に、K/Q の d 次中間体の生成元を見付けよ。
問 21–7. (例えば n = 5, 7, 8, 9, 12 など)幾つかの n に対し、(Z/nZ)× の群構造を決
定し、部分群を列挙すると共に、対応する Q(ζn) の部分体を求めよ。
問 21–8. 次の値を求めよ。
(1) cos 20◦ cos 40◦ cos 80◦
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(特に、“綺麗な”値になる理由を Galois 理論から説明せよ。)

—2008年度秋期 代数学 IIe (担当:角皆) 14—


