
23. 正則表現・ノルム・トレース

23–1. 正則表現. L/K : n 次拡大、W = (w1, . . . , wn) : L の K 上の基底とする。
• a ∈ L に対し、ma : L → L; x 7→ ax : a 倍写像は K-線型写像
→ 基底 W に関する行列表示により ϕW : L → M(n,K)

a 7→ (aij)i,j

(ここに awj =
n∑

i=1

aijwi)

: W に関する L の K 上の正則表現 (regular representation)
• ϕW : 結合的 K-代数の単射準同型 (環およびK-線型空間としての単射準同型)

23–2. ノルム・トレース. L/K : n 次拡大、ϕW : L → M(n,K) : 正則表現とするとき、
• NL/K(a) := det ϕW(a) : L/K に関する a のノルム (norm)
• TrL/K(a) := trϕW(a) : L/K に関する a のトレース・跡和 (trace, Spur)
• NL/K : L× → K× : 乗法群の準同型
• TrL/K : L → K : 加法群の準同型 (K-線型でもある)
• L/K : 分離的 ⇐⇒ TrL/K : 全射⇐⇒ TrL/K 6= 0
• (連鎖律) L/M/K のとき、NL/K = NM/K ◦ NL/M , T rL/K = TrM/K ◦ TrL/M

• L/K : 分離的のとき、NL/K(a) =
∑

σ∈EmbK(L,K)

σ(a), T rL/K(a) =
∏

σ∈EmbK(L,K)

σ(a)

24. Kummer拡大・Artin-Schreier拡大

24–1. Kummer拡大. K を体、ch(K) - n とし、K 3 ζn (1 の原始 n 乗根) とする。
• n 次拡大 L/K がKummer拡大 ←⇐⇒ ∃a ∈ K× : L = K( n

√
a)

? 即ち、L は Xn − a ∈ K[X] の根体 (= 分解体)
? この時、a mod (K×)n ∈ K×/(K×)n :位数 n
? L/K : n 次巡回拡大で、Gal(L/K) = 〈σ〉 (ここに σ( n

√
a) = ζn

n
√

a)
• 逆に、任意の n 次巡回拡大 L/K は Kummer 拡大

24–2. Artin-Schreier拡大. K を体、ch(K) = p > 0 とする。
• p 次拡大 L/K がArtin-Schreier拡大 ←⇐⇒ ∃a ∈ K× : L = K(α) (ここに α ∈ L
は Xp − X − a ∈ K[X] の根)

? この時、Xp − X − a : K 上既約
? L/K : n 次巡回拡大で、Gal(L/K) = 〈σ〉 (ここに σ(α) = α + 1)

• 逆に、任意の p 次巡回拡大 L/K は Artin-Schreier拡大

25. 演習 (10)

問 25–1. 次の体拡大 L/K に於いて、適当な L の K-基底を取り、正則表現・ノルム・
トレースを求めよ。

(1) L = C/K = R (2) L = Q(
√

2)/K = Q (3) L = Q( 3
√

2)/K = Q
問 25–2. K を体、p を素数で、ch(K) 6= p とし、K 3 ζp (1 の原始 p 乗根) とする。

a ∈ K× に対し、f(X) = Xp − a ∈ K[X] を考える。
(1) f : K 上既約 ⇔ a 6∈ (K×)p

(2) f の根の一つを α とするとき、他の根は ?
(3) f : K 上既約のとき、K(α)/K : p次巡回拡大で、Gal(K(α)/K) ' µp; σ ! σ(α)/α

問 25–3. K を体、ch(K) = p > 0 とする。a ∈ K に対し、℘(a) := ap − a とおき、
f(X) = Xp − X − a ∈ K[X] を考える。

(1) f : K 上既約 ⇔ a 6∈ ℘(K)
(2) f の根の一つを α とするとき、他の根は ?
(3) f : K 上既約のとき、K(α)/K : p 次巡回拡大で、Gal(K(α)/K) ' Z/pZ; σ !

σ(α) − α
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