
巡回符号

C : 巡回符号

⇐⇒ σ = (1 2 · · · n) ∈ Aut(C)

⇐⇒
((c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C ⇒ (cn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C)
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σ = (1 2 · · · n) ∈ Sn, σn = 1

Fq[〈σ〉] ' Fq[X]/(Xn − 1) =: R y V = Fn
q

により、V : 階数 1 の自由 R-加群

V = Fn
q ' R

(1, 0, . . . , 0) ! 1

(c0, c1, . . . , cn−1) ! c0 + c1X + · · · + cn−1X
n−1
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C : 巡回符号 ⇐⇒ C : 部分 R-加群

V ' R と同一視するとき

⇐⇒ C : R の ideal

R : 可換環 に対し、

a : R の ideal ⇐⇒
• ∀a, b ∈ a : a + b ∈ a
• ∀a ∈ a, ∀r ∈ R : ra ∈ a
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C : 巡回符号

←→ R = Fq[X]/(Xn − 1) の ideal a

←→ a ⊃ (Xn − 1) なる Fq[X] の ideal a

(Fq[X] : PID なので ∃f ∈ R : a = (f))

←→ f |Xn − 1 なる f ∈ Fq[X]

Xn − 1 ∈ Fq[X] の分解が判れば、
巡回符号が分類・構成できる !!
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Xn − 1 = g(X)h(X) ∈ Fq[X] のとき、

C := gR : 巡回符号 ' Fq[X]/(h)

= {c(X) ∈ R h(X)c(X) = 0 in R}

g : 生成元多項式 (generator polynomial)

h : 検査多項式 (check polynomial)
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Xn − 1 ∈ Fq[X] の分解はどうなるのか ?

−→ 有限体の拡大・Galois 理論
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代数学からの準備
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中国式剰余定理 (孫氏の定理)

m,n : 互いに素のとき

Z/mnZ ' Z/mZ × Z/nZ

x mod mn ! (x mod m,x mod n)

bn mod mn ! (1 mod m, 0 mod n)

am mod mn ! (0 mod m, 1 mod n)

ここに、a, b は am + bn = 1 を満たす整数
(Euclidの互除法)
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有限体

Z/mZ : 体 (0以外の元が全て可逆)
⇐⇒ m = p : 素数

Fp := Z/pZ : p 元体

F (X) ∈ Fp[X] : 既約=⇒ Fp[X]/(F ) : 体

deg F = f のとき、 #(Fp[X]/(F )) = pf =: q

F×
q = 〈g〉 (∃g ∈ F×

q ) : 位数 q − 1 の巡回群

—応用数学 I・応用数学特別講義 I・情報数学特論 9—



Frobenius自己同型・有限体のGalois群
q = pf , a, b ∈ Fq のとき、

(a + b)p = ap + bp

(ab)p = apbp

ϕ : Fq −→ Fq : 体自己同型

x 7−→ xp

ϕ(x) = x ⇐⇒ x ∈ Fp

Gal(Fq/Fp) = 〈ϕ〉, ϕf = 1
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q = 2, n = l : 奇素数のとき、

X3 − 1 = (X + 1)(X2 + X + 1)

X5 − 1 = (X + 1)(X4 + X3 + X2 + X + 1)

X7 − 1 = (X + 1)(X3 + X + 1)(X3 + X2 + 1)

X11 − 1 = (X + 1)(X10 + X9 + · · · + X + 1)

X13 − 1 = (X + 1)(X12 + X11 + · · · + X + 1)

X17 − 1 = (X + 1)(X8 + X5 + X4 + X3 + 1)

(X8 + X7 + X6 + X4 + X2 + X + 1)

X19 − 1 = (X + 1)(X18 + X17 + · · · + X + 1)
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X23 − 1 = (X + 1)

(X11 + X9 + X7 + X6 + X5 + X + 1)

(X11 + X10 + X6 + X5 + X4 + X2 + 1)

X29 − 1 = (X + 1)(X28 + X27 + · · · + X + 1)

X31 − 1 = (X + 1)(X5 + X2 + 1)(X5 + X3 + 1)

(X5 + X3 + X2 + X + 1)

(X5 + X4 + X2 + X + 1)

(X5 + X4 + X3 + X + 1)

(X5 + X4 + X3 + X2 + 1)

X37 − 1 = (X + 1)(X36 + X35 + · · · + X + 1)
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q = 2, n = l : 奇素数のとき、

2 : modl で平方剰余 ⇐⇒ l ≡ ±1 (mod 8)
(平方剰余の第 2補充法則)

この時は、〈2 mod l〉 ⊂ F×2
l

Q := F×2
l : 平方剰余全体

N := F×
l r F×2

l = uF×2
l : 平方非剰余全体
(u : 平方非剰余の 1つ)

Q,N : 共に Galois 不変
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fQ(X) :=
∏

a∈Q

(X − ζa
l )

fN(X) :=
∏

a∈N

(X − ζa
l )

とすると、

fQ(X), fN(X) ∈ F2[X]

で、
X l − 1 = (X − 1)fQ(X)fN(X)

と分解する
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X l − 1 = (X − 1)fQ(X)fN(X)

これから構成される符号−→ 平方剰余符号
(quadratic residue code, QR code)

実際にはこの因数分解を求めるのが面倒
−→ 冪等生成元 (idempotent generator)

を用いると便利
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