
方程式論としてのGalois理論
(根の置換としてのGalois群)

f(X) ∈ K[X] : 分離的 (重根を持たない)で
monic な n 次多項式

W := {w ∈ K f(w) = 0} : f の根全体
=: {w1, . . . , wn}

f(X) =

n∏

i=1

(X − wi)

f の K 上のGalois群 Gal(f/K) :
“f の根 wi 達の満たす K 係数の関係式を

保つような根の置換”全体の成す群
—代数 7 1—



方程式論としてのGalois理論
(根の置換としてのGalois群)

R := K[X1, . . . , Xn] : n 変数多項式環

ϕ : R −→ K :環準同型

Xi 7−→ wi

I = I(f/K) := Kerϕ
: “f の根 wi 達の K 係数の関係式”の ideal

Gal(f/K) := {σ ∈ Sn σ(I) ⊂ I}

: f の K 上のGalois群

—代数 7 2—



例 (複二次式)

f(X) = X4 − 4aX2 + 4b ∈ K := Q(a, b)

4 根: w1, w2, w3 = −w1, w4 = −w2

X1 + X3, X2 + X4 ∈ I(f/K)

Gal(f/K) ⊂ 〈α,β〉 ' D4 (4次の二面体群)

ここに α = (1 2 3 4), β = (2 4)

a, b の値によっては、
Gal(f/K) が D4 より小さくなることもある

—代数 7 3—



例 (複二次式)

X4 − 4aX2 + 4b = 0

X = ±
√

2a ± 2
√

a2 − b

= ±
√

a +
√

b ±
√

a −
√

b

Gal(f/K) が D4 より小さくなる場合:

(1) X2 の多項式として可約 (a2 − b = ¤)
(2) 二重根号が外せる (b = ¤)
(3) 二重根号は外せないが、中の根号が共通

(a2 − b = b·¤)
—代数 7 4—
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体拡大のGalois群との関係

L := Spl(f/K) = K(W) = K(w1, . . . , wn)
: f の K 上の最小分解体

Gal(L/K) := {σ : L −→ L K-同型 }

: 体拡大 L/K のGalois群

σ ∈ Gal(L/K) は根の置換を引き起こす

Gal(L/K) ⊂ S(W) ' Sn

Gal(L/K) = Gal(f/K)

—代数 7 5—



体の拡大の理論としてのGalois理論(復習)

L/K : 体の拡大

G := Aut(L/K) = {σ ∈ Aut(L) σ|K = id}

• H ⊂ G : 部分群に対し、
LH := {x ∈ L ∀σ ∈ H : σ(x) = x}

: H の固定体 (fixed field)

• M : L/K の中間体に対し、
Aut(L/M) = {σ ∈ G ∀x ∈ M : σ(x) = x}

: L の M 上の自己同型群

—代数 7 6—



体の拡大の理論としてのGalois理論(復習)

自明に

Aut(L/LH) ⊃ H, LAut(L/M) ⊃ M

ここで = が成り立つか ?

一般には成り立たないが、Galois拡大ならOK

—代数 7 7—
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体の拡大の理論としてのGalois理論(復習)

“Galois 拡大” とは、

“Aut(L/K) が充分大きく、
体拡大 L/K を統制できる拡大”

Galois理論の基本定理
‖

中間体と部分群との対応

—代数 7 8—



体の拡大の理論としてのGalois理論(復習)

体の有限次拡大 L/K が Galois 拡大

m
#Aut(L/K) = [L : K]

m
LAut(L/K) = K

m
L/K : 正規拡大 かつ 分離拡大

この時、Aut(L/K) = Gal(L/K) と書き、
L/K の Galois群 と呼ぶ

—代数 7 9—



Galois理論の基本定理

L/K: Galois拡大、G := Gal(L/K): Galois群

HG := {H G の部分群 }

ML/K := {M L/K の中間体 }

M 7−→ Aut(L/M)
Φ

ML/K À HG

Ψ

LH ←−7 H

—代数 7 10—



Galois理論の基本定理

• Φ,Ψ : 共に全単射で、互いに逆写像
(Φ ◦ Ψ = idHG

, Ψ ◦ Φ = idML/K
)

• Φ,Ψ : 共に包含に関して順序逆同型
(Hi ! Mi のとき、H1 ⊂ H2 ⇔ M1 ⊃ M2)

“中間体と部分群とが一対一対応”

Galois対応
(Galois correspondence)
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Galois理論の基本定理

• Hi ! Mi のとき、
H1 ∩ H2 ! M1M2

〈H1, H2〉 ! M1 ∩ M2

• M ∈ ML/Kに対し、
L/M : Galois で、Gal(L/M) = Φ(M)

• ∀σ ∈ G に対し、
σHσ−1 ! σ(M)

• 特に、H C G ⇐⇒ M/K : Galois で、
この時、G/H ' Gal(M/K)

—代数 7 12—



Galois拡大の特徴付け

体の有限次拡大 L/K が Galois 拡大

m
∃f(X) ∈ K[X] :

• f: 分離的 (重根を持たない)
• L = Spl(f/K) (K 上の f の最小分解体)

この時、Gal(L/K) = Gal(f/K) であった

構成問題では、Galois拡大は、
多項式の最小分解体として与えるのが通常

—代数 7 13—
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