
方程式論としてのGalois理論
(根の置換としてのGalois群)

f(X) ∈ K[X] : 分離的 (重根を持たない)で
monic な n 次多項式

W := {w ∈ K f(w) = 0} : f の根全体
=: {w1, . . . , wn}

f(X) =

n∏

i=1

(X − wi)

f の K 上のGalois群 Gal(f/K) :
“f の根 wi 達の満たす K 係数の関係式を

保つような根の置換”全体の成す群
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方程式論としてのGalois理論
(根の置換としてのGalois群)

R := K[X1, . . . , Xn] : n 変数多項式環

ϕ : R −→ K :環準同型

Xi 7−→ wi

I = I(f/K) := Kerϕ
: “f の根 wi 達の K 係数の関係式”の ideal

Gal(f/K) := {σ ∈ Sn σ(I) ⊂ I}

: f の K 上のGalois群
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例 (複二次式)

f(X) = X4 − 4aX2 + 4b ∈ K := Q(a, b)

4 根: w1, w2, w3 = −w1, w4 = −w2

X1 + X3, X2 + X4 ∈ I(f/K)

Gal(f/K) ⊂ 〈α,β〉 ' D4 (4次の二面体群)

ここに α = (1 2 3 4), β = (2 4)

a, b の値によっては、
Gal(f/K) が D4 より小さくなることもある
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例 (複二次式)

X4 − 4aX2 + 4b = 0

X = ±
√

2a ± 2
√

a2 − b

= ±
√

a +
√

b ±
√

a −
√

b

Gal(f/K) が D4 より小さくなる場合:

(1) X2 の多項式として可約 (a2 − b = ¤)
(2) 二重根号が外せる (b = ¤)
(3) 二重根号は外せないが、中の根号が共通

(a2 − b = b·¤)
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体拡大のGalois群との関係

L := Spl(f/K) = K(W) = K(w1, . . . , wn)
: f の K 上の最小分解体

Gal(L/K) := {σ : L −→ L K-同型 }

: 体拡大 L/K のGalois群

σ ∈ Gal(L/K) は根の置換を引き起こす

Gal(L/K) ⊂ S(W) ' Sn

Gal(L/K) = Gal(f/K)
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